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Dans un mod` ele de diﬀ´ erenciation verticale o` u les consommateurs sont uniform´ ement distribu´ es
par rapport ` a leurs intensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e et par rapport ` a leurs revenus, nous
cherchons la strat´ egie optimale d’un monopole naturel: le nombre de qualit´ es oﬀertes, les qualit´ es
choisies et leurs prix. En absence de coˆ uts de production, nous trouvons que les strat´ egies optimales
du monopole sont telles que les consommateurs qui ont le mˆ eme revenu ach` etent la mˆ eme qualit´ e.
Le monopole ne discrimine jamais par rapport aux intensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e. Le
maximum de proﬁt du monopole correspond ` a la production d’une seule qualit´ e, la plus haute,
si les intensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e sont tr` es faibles. Dans ce cas, il sert tous les
consommateurs. Sinon, la strat´ egie optimale correspond ` a la production d’une inﬁnit´ e de qualit´ es.
Toutefois, selon les param` etres du mod` ele, le monopole peut soit servir tous les consommateurs,
soit ne pas servir les consommateurs ` a faible revenu. Si la qualit´ e haute n’est pas suﬃsamment
´ elev´ ee le monopole n’arrive pas ` a extraire tout le surplus des consommateurs “riches”. On en
d´ eduit une incitation ` a la recherche et d´ eveloppement aﬁn d’am´ eliorer la qualit´ e.
Mots-cl´ es: Monopole, Diﬀ´ erenciation verticale, Strat´ egie multiproduit
1 Introduction
Chaque ﬁrme oﬀre aujourd’hui une gamme ´ etendue de produits correspon-
dant ` a diﬀ´ erentes qualit´ es vendues ` a des prix diﬀ´ erents. L’objectif de ce
travail est d’´ etudier les strat´ egies des ﬁrmes mutliproduit et les facteurs
´ economiques qui poussent ces ﬁrmes ` a adopter ces strat´ egies: la diﬀ´ erence
de revenus entre les consommateurs, la diﬀ´ erence de leurs intensit´ es de
pr´ ef´ erence pour la qualit´ e ou les deux facteurs ` a la fois.
La question a ´ et´ e partiellement trait´ ee par Gabszewicz Shaked, Sutton et
Thisse [5] dans un mod` ele de diﬀ´ erenciation verticale avec des consomma-
teurs ayant des dispositions ` a payer diﬀ´ erentes. Le monopole a le choix de
produire une ou plusieurs qualit´ es. Il a ´ et´ e d´ emontr´ e, que dans un contexte
de monopole naturel, il est pr´ ef´ erable pour le monopole d’oﬀrir le maximum
de qualit´ es possible si le segment des revenus est suﬃsamment large par
rapport au segment des qualit´ es. Sinon le monopole oﬀre la qualit´ e la plus
haute.
Bonnisseau et Lahmandi-Ayed [3] ont consid´ er´ e un mod` ele de Mussa et
Rosen o` u les consommateurs sont continˆ ument distribu´ es par rapport ` a
leurs intensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e. Dans le cas d’un monopole
naturel et lorsque les consommateurs ont des revenus identiques, les auteurs
montrent que le monopole n’a pas int´ erˆ et ` a oﬀrir plus d’un produit. En re-








































7mˆ eme fonction d’utilit´ e mais deux revenus diﬀ´ erents, il est montr´ e qu’il est
pr´ ef´ erable pour le monopole d’oﬀrir deux qualit´ es si le segment des revenus
est suﬃsamment large par rapport au segment des qualit´ es.
Acharyya [1], ´ etudie un mod` ele de Mussa et Rosen o` u il fait la diﬀ´ erence
entre la disposition ` a payer et les revenus des consommateurs. En eﬀet,
contrairement aux travaux de Gabszewicz Shaked, Sutton et Thisse [5],
les revenus introduisent une contrainte budg´ etaire pour les consommateurs.
Dans certains cas, le prix d’un bien ne d´ epasse pas la disposition ` a payer
d’un consommateur mais d´ epasse son revenu. Il a ´ etudi´ e l’impact d’une telle
contrainte budg´ etaire sur l’oﬀre d’un monopole. Il trouve que le monopole
peut adopter une strat´ egie multiproduits mˆ eme lorsque les consommmateurs
ont la mˆ eme disposition ` a payer (mˆ emes pr´ ef´ erences pour la qualit´ e).
Dans ce papier, nous examinons le comportement d’un monopole lorsque
les consommateurs sont uniform´ ement distribu´ es par rapport ` a leurs in-
tensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e et par rapport ` a leurs revenus. Il
s’agit de trouver la strat´ egie optimale ` a adopter par le monopole lui per-
mettant de maximiser son proﬁt: le nombre de qualit´ es ` a oﬀrir, quelles
qualit´ es oﬀrir et ` a quels prix. Comme dans Acharrya [1], il existe une
diﬀ´ erence entre les revenus des consommateurs et leur disposition payer
pour une certaine qualit´ e. On d´ emontre que la contrainte budg´ etaire in-
ﬂuence l’oﬀre du monopole. En eﬀet, On trouve que pour toute strat´ egie
optimale du monopole, les consommateurs qui ont le mˆ eme revenu ach` etent
n´ ecessairement la mˆ eme qualit´ e. De plus, le monopole ne discrimine jamais
par rapport aux intensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e. Une strat´ egie op-
timale du monopole correspond ` a la production d’une seule qualit´ e si les
intensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e sont faibles c’est ` a dire si les con-
sommateurs n’accordent pas suﬃsamment d’importance ` a la qualit´ e. Sinon
le monopole oﬀre une inﬁnit´ e de qualit´ es. Dans ce cas, le monopole peut ne
pas servir les consommateurs “pauvres”. De plus, si la qualit´ e haute n’est
pas suﬃsammant ´ elev´ ee, le monopole n’arrive pas ` a extraire le surplus des
consommateurs “riches”.
Le monopole pourrait extraire tout le surplus des consommateurs ”riches”
s’il am´ eliorait sa qualit´ e maximale. Ainsi, une strat´ egie multiproduit peut
inciter ` a la recherche et d´ eveloppement. Le monopole pourrait am´ eliorer
son proﬁt s’il invente une meilleure qualit´ e.
Nous d´ ecrivons dans la premi` ere section de ce papier le mod` ele. Dans la
deuxi` eme section, nous ´ etudions les caract´ eristiques des prix et des qualit´ es
correspondant ` a une strat´ egie optimale du monopole naturel oﬀrant n qualit´ es
actives. Dans la troisi` eme section, nous d´ eterminons le nombre optimal de
qualit´ es ` a produire. Dans la quatri` eme section, nous trouvons les qualit´ es
et les prix optimaux et nous discutons le lien entre les strat´ egies multipro-
duits et l’incitation ` a l’investissement en recherche et d´ eveloppement. Nous
terminons par la conclusion et la proposition de quelques extensions.
2 Le mod` ele
On consid` ere un mod` ele de diﬀ´ erenciation verticale propos´ e par Mussa et








































7qualit´ e q au prix p, soit ne rien acheter. Il est caract´ eris´ e par son intensit´ e
de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e θ et son revenu y. L’utilit´ e d’un consommateur
(θ,y) est repr´ esent´ ee par:
V (θ,y) =

y − p + θq si −p + θq ≥ 0
y sinon
Un consommateur n’ach` ete que si p ≤ y et −p + θq ≥ 0. La premi` ere
in´ egalit´ e indique qu’un consommateur ne peut acheter que si son revenu le
lui permet. Le revenu, dans ce mod` ele, n’a qu’un eﬀet de contrainte, con-
trairement au mod` ele utilis´ e par Gabsewicz et Al [5] o` u il a un eﬀet direct
sur l’utilit´ e. La deuxi` eme indique qu’un consommateur ach` ete s’il y a une
am´ elioration de son utilit´ e apr` es achat. Le prix du bien achet´ e ne doit pas
d´ epasser θq qui repr´ esente le prix maximal pour lequel un consommateur
d’intensit´ e de pr´ ef´ erence θ ach` ete la qualit´ e q. θq repr´ esente ainsi la dispo-
sition ` a payer d’un consommateur (θ,y) pour la qualit´ e q.
Les consommateurs sont uniform´ ement r´ epartis sur [θ,θ]×[y,y], [θ,θ] ´ etant
le segment des intensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e et [y,y] ´ etant le seg-
ment des revenus. y et θ sont strictement positifs.
On se place dans le cadre d’un monopole naturel o` u la condition θ < 2θ
assure l’existence d’une seule ﬁrme sur le march´ e [2]. En eﬀet, une ﬁrme
d´ esirant entrer dans un march´ e o` u θ < 2θ et qui est d´ ej` a occup´ e par une
autre ﬁrme aurait une part de march´ e nulle. Le monopole naturel oﬀre une
ou plusieurs qualit´ es appartenant ` a [q,q]. On suppose que les coˆ uts de pro-
duction du monopole sont nuls. Il s’agit d’´ etudier les strat´ egies optimales
du monopole. Une strat´ egie optimale correspond au choix d’un nombre de
qualit´ es, des qualit´ es ` a produire parmi toutes les qualit´ es possibles et de leurs
prix aﬁn de maximiser le proﬁt du monopole. Dans la section suivante, le
nombre de qualit´ es produites par le monopole est ﬁx´ e ` a n. Le monopole pro-
pose un catalogue de produits ((qi,pi)i=1..n). Les qualit´ es qi sont telles que
q1 < q2 < ..qn et sont vendues aux prix respectifs p1,p2,..pn. Le catalogue
ne comprend que des qualit´ es actives, c’est ` a dire des qualit´ es qui ont une
demande non nulle. 1. Il est clair que dans ce cas on a forc´ ement pi < pj si
i < j sinon la qualit´ e qj serait pr´ ef´ er´ ee ` a qi par tous les consommateurs et
par cons´ equent qi serait inactive.
Un consommateur (θ,y) choisit parmi les qualit´ es qi propos´ ees aux prix
pi ≤ y la qualit´ e qui maximise son utilit´ e. L’utilit´ e d’un consommateur
(θ,y) est sup´ erieure ` a y (le consommateur ach` ete) s’il existe i ∈ {1,..,n} tel
que θ ≥
pi
qi et pi ≤ y.
pi
qi repr´ esente l’intensit´ e de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e
` a partir de laquelle les consommateurs sont prˆ ets ` a acheter la qualit´ e qi.
Le probl` eme du consommateur (θ,y) peut s’´ ecrire comme suit:
1On ne s’int´ eresse qu’aux qualit´ es actives car le proﬁt du monopole reste inchang´ e s’il













































y − pi + qiθ
−pi + θqi ≥ 0
pi ≤ y
S’il n’existe pas i tel que θ ≥
pi
qi et pi ≤ y alors le consommateur (θ,y)
n’ach` ete aucune qualit´ e propos´ ee.
S’il existe, le consommateur marginal indiﬀ´ erent entre la qualit´ e qi et la
qualit´ e qi+1 est celui qui a la mˆ eme utilit´ e en achetant qi ou qi+1. Notons
b θi son intensit´ e de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e. On a donc y − pi + b θiqi =
y−pi+1+b θiqi+1 d’o` u b θi =
pi+1−pi
qi+1−qi. Il est clair que si un consommateur (θ,y)
est tel que θ < b θi alors il pr´ ef` ere (qi,pi) ` a (qi+1,pi+1). Si θ est tel que θ > b θi
alors le consommateur pr´ ef` ere (qi+1,pi+1) ` a (qi,pi).
Exemple: Supposons que le monopole propose un catalogue ` a deux qualit´ es
(q1,p1), (q2,p2). Le probl` eme du monopole est alors le suivant: max
p1,p2,q1,q2
Π =
p1D1 + p2D2 o` u D1 et D2 sont les demandes respectives des qualit´ es q1 et
q2. Les consommateurs indiﬀ´ erents entre acheter la qualit´ e q1 et acheter
la qualit´ e q2 sont caract´ eris´ es par b θ1 =
p2−p1
q2−q1. Les consommateurs qui
sont prˆ ets ` a acheter la qualit´ e q1 sont ceux qui ont un revenu y sup´ erieur
` a p1 et une intensit´ e de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e sup´ erieure ` a
p1
q1. D1
et D2 s’´ ecrivent de plusieurs mani` eres selon p1, p2, q1 et q2. Par exem-
ple, si p1 et p2 sont sup´ erieurs ` a y et b θ1 > ˜ θ = max(
p1
q1,θ) alors on a
D1 = (y − p1)(b θ1 − ˜ θ) + (p2 − p1)(θ − b θ1) et D2 = (y − p2)(θ − b θ1). La
premi` ere partie de D1 correspond aux consommateurs de faibles intensit´ es
de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e qui pr´ ef` erent (q1,p1) ` a (q2,p2) et ont le revenu
n´ ecessaire pour acheter q1. La deuxi` eme partie de D1 correspond aux con-
sommateurs qui pr´ ef` erent (q2,p2) ` a (q1,p1) mais qui n’ont pas le revenu
n´ ecessaire pour acheter q2. D’autres cas peuvent se pr´ esenter: si p1 et p2
sont sup´ erieurs ` a y et b θ1 ≤ ˜ θ = max(
p1
q1,θ), on aura D1 = (p2 −p1)(θ − ˜ θ) et
D2 = (y−p2)(θ− ˜ θ). Dans ce cas, tous les consommateurs pre´ f` erent (q2,p2)
` a (q1,p1) mais seuls ceux qui ont un revenu sup´ erieur ` a p2 peuvent acheter
q2.
La ﬁgure 1 montre la r´ epartition de la demande sur [y,y] × [θ,θ] pour
diﬀ´ erentes valeurs de (q1,p1) et (q2,p2). La partie grise repr´ esente les con-
sommateurs qui n’ach` etent pas soit parce qu’ils ont une faible intensit´ e de
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Figure 1: Diﬀ´ erentes r´ epartitions de la demande selon l’oﬀre du monopole pour n = 2
La ﬁgure 1 montre que les demandes pour les qualit´ es qi peuvent prendre
plusieurs formes selon le catalogue oﬀert par le monopole. Le but de la
section suivante est de trouver l’expression des demandes Di donc du proﬁt
pour une strat´ egie optimale du monopole et lorsque le nombre de qualit´ es
actives est ﬁx´ e ` a n.
3 Analyse d’une strat´ egie optimale pour un nom-
bre ﬁx´ e de qualit´ es
On suppose dans cette partie qu’il existe une strat´ egie du monopole avec
n ≥ 2 qualit´ es actives. On montre que les strat´ egies optimales du monopole
oﬀrant n qualit´ es actives sont n´ ecessairement comme suit: les consomma-
teurs qui ont le mˆ eme revenu ach` etent la mˆ eme qualit´ e (Figure 3). Vue la
forme de la demande pour chaque qualit´ e, on appellera ces strat´ egies les
strat´ egies en “bandes”. Dans les trois lemmes qui suivent nous donnons
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Figure 2: Strat´ egie en L
optimale du monopole. On pose ˜ θ = max(θ,
p1
q1). Nous montrons dans le
lemme 1 que si pour une strat´ egie optimale du monopole nous avons
p1
q1 > θ
c’est ` a dire ˜ θ =
p1





indique que tous les consommateurs tels que leur intensit´ e de pr´ ef´ erence
pour la qualit´ e est comprise entre θ et ˜ θ n’ach` etent aucune qualit´ e et ce
ind´ ependamment de leurs revenus et que tous les consommateurs qui ont une
intensit´ e de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e sup´ erieure ` a ˜ θ et un revenu sup´ erieur
` a p1 ach` etent. Dans le lemme 2, on restreint les strat´ egies optimales ` a deux
sortes de strat´ egies: les strat´ egies en L (D´ eﬁnition 1) et les strat´ egies en
“bandes” (D´ eﬁnition 2) . Finalement, dans le lemme 3 nous montrons que
le monopole n’a pas int´ erˆ et ` a mettre plus d’un prix inf´ erieur ` a y. Ainsi,
pour une strat´ egie optimale seul le prix de la qualit´ e la plus basse peut ˆ etre
inf´ erieur ` a y ce qui d´ etermine si le monopole exclut les consommateurs ` a
faibles revenus ou pas.
La d´ emarche des d´ emonstrations est toujours la mˆ eme. Nous raisonnons
par l’absurde en supposant qu’il existe une strat´ egie optimale qui ne v´ eriﬁe
pas la propri´ et´ e ` a d´ emontrer et nous construisons une nouvelle strat´ egie en
agissant sur les qualit´ es ou les prix qui conduit ` a un proﬁt sup´ erieur du
monopole.
D´ eﬁnition 1 On appelle strat´ egie en L, les strat´ egies du monopole qui
v´ eriﬁent la propri´ et´ e suivante: Il existe b θi v´ eriﬁant ˜ θ < b θi < θ et pour
tout j ∈ {i,..,n − 2} on a b θj ≤ b θj+1.
La r´ epartition de la demande des qualit´ es sur [˜ θ,θ]×[y,y] explique l’appellation


























































Figure 3: Strat´ egie en “bandes”
D´ eﬁnition 2 On appelle strat´ egie en “bandes”, les strat´ egies du monopole
qui v´ eriﬁent la propri´ ete suivante: b θi ≤ ˜ θ pour tout i = 1,..,n − 1.
Lemme 1 Si le monopole a une strat´ egie optimale telle que
p1





qi pour tout i ∈ {1,..,n}.




q1}. Supposons que I est non vide. Nous
d´ emontrons que la strat´ egie du monopole peutˆ etre am´ elior´ ee et par cons´ equent
n’est pas optimale.




qi}. On a n´ ecessairement i0 ≥ 2.













2 = ... =
pi0
qi0 .
Pour tout i < i0, on a qi < q0
i < qi0 donc q0
i ∈ [q,q]. En eﬀet, pour





qi0 et comme pi < pi0 (les qualit´ es qi sont actives)
on a q0








qi0 . On a aussi
q0
1 < q0
2 < .. < qi0 car p1 < p2 < .. < pi0.
On distingue 2 cas: p2 > y et p2 ≤ y.
Premier cas: p2 > y
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Figure 4: Augmentation de la demande pour les consommateurs ayant un revenu
inf´ erieur ` a p2
La partie droite de l’in´ egalit´ e repr´ esente l’accroissement du proﬁt du monopole
r´ esultant de la nouvelle demande pour la qualit´ e q0
1 > q1. Certains consom-
mateurs qui n’achetaient pas la qualit´ e q1 au prix p1 vont acheter la qualit´ e
sup´ erieure q0
1 au prix p1. D’o` u une variation du proﬁt positive.
La partie en gris de la ﬁgure 4 repr´ esente l’accroissement de la demande
pour la qualit´ e la plus basse suite ` a la nouvelle strat´ egie pour les consom-
mateurs ayant un revenu inf´ erieur ` a p2. Les consommateurs qui ont un
revenu appartenant ` a [p2,pi0[ et une intensit´ e de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e
sup´ erieure ` a
pi0
qi0 ach` etent la plus haute qualit´ e que leur revenu le leur per-







i < i0). Ainsi avec la nouvelle strat´ egie soit ils gardent le mˆ eme choix de
qualit´ e, soit ils changent vers une qualit´ e sup´ erieure. Les consommateurs
ayant un revenu sup´ erieur ` a pi0 et une intensit´ e de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e
sup´ erieure ` a
pi0
qi0 ach` etent la qualit´ e qi0 ou une qualit´ e sup´ erieure. Il clair que
cette strat´ egie am´ eliore le proﬁt du monopole puisque certains consomma-
teurs qui n’achetaient pas vont acheter. D’autres vont choisir une qualit´ e
sup´ erieure ou garder le mˆ eme choix de qualit´ e.
Deuxi` eme cas: p2 ≤ y
Dans ce cas on a p1 < p2 ≤ y. On montre d’abord que 2 / ∈ I. Supposons que










q1 et pour tout θ ≥ max(
p2
q2,θ) les consommateurs d’intensit´ e








































7pour acheter q2 (p2 < y), ce qui contredit que la qualit´ e q1 est active. D’o` u
p2 ≤ y implique 2 / ∈ I (Plus g´ en´ eralement on montre que si pi < y alors
i / ∈ I).
On montre maintenant que la nouvelle strat´ egie am´ eliore le proﬁt du monopole.















q1 et tous les consommateurs


















d’o` u tous les consommateurs pr´ ef´ erent q0
2 ` a q0
1 et ont les moyens d’acheter
q0
2. Ainsi la qualit´ e q0
1 est inactive et la variation de proﬁt du monopole
est positive puisque les consommateurs qui achetaient la qualit´ e q1 au prix
p1 ach` etent la qualit´ e q0
2 au prix p2 ou une qualit´ e sup´ erieure. Les autres
consommateurs gardent le mˆ eme choix ou ach` etent une qualit´ e sup´ erieure ` a
celle qu’ils achetaient avant.
En augmentant les qualit´ es basses sans changer les prix, le monopole aug-
mente sa demande puisqu’il r´ ecup` ere une partie des consommateurs qui
pr´ ef´ eraient ne pas acheter les qualit´ es initialement propos´ ees par le monopole.
D’autres consommateurs ach` etent des qualit´ es sup´ erieures aux qualit´ es qu’ils
achetaient initialement.
Du lemme 1 on d´ eduit que les consommateurs (θ,y) qui ach` etent sont tel
que (θ,y) ∈ [˜ θ,θ] × [max(p1,y),y]. Nous avons ainsi d´ etermin´ e la part du
march´ e du monopole, c’est ` a dire les consommateurs qui ach` etent. Il s’agit
dans le lemme suivant de d´ eterminer la forme de la demande pour chaque
qualit´ e. On s’int´ eresse dans le lemme 2 aux strat´ egies avec n ≥ 3 qualit´ es
actives et on d´ emontre que les strat´ egies optimales sont soit en L ou en
“bandes”. Il est clair que pour n = 2, les strat´ egies possibles sont en L ou
en “bandes” selon b θ1.
Lemme 2 Si pour une strat´ egie optimale du monopole il existe i0 tel que
˜ θ < b θi0 < θ alors b θi < b θi+1 pour tout i ∈ {i0,..,n − 2}.
Preuve. Soit J = {j ∈ {1,..n − 2}|˜ θ < b θj < θ et b θj+1 ≤ b θj}. Si J est non
vide on d´ emontre que la strat´ egie du monopole peut ˆ etre am´ elior´ ee et par
cons´ equent n’est pas optimale.
On pose j0 = minJ. On a ˜ θ < b θj0 < θ et b θj0+1 ≤ b θj0.
Les consommateurs (θ,y) tels que θ < b θj0+1 pr´ ef` erent qj0 ` a qj0+1 et qj0+1 ` a
qj0+2.
Les consommateurs (θ,y) tels que θ ∈ [b θj0+1, b θj0] pr´ ef` erent qj0 ` a qj0+1 et
qj0+2 ` a qj0+1.
Les consommateurs (θ,y) tels que θ > b θj0 pr´ ef` erent qj0+2 ` a qj0+1 et qj0+1 ` a
qj0. 2
2b θj0+1 peut ˆ etre inf´ erieure ` a ˜ θ dans ce cas qj0+2 est pr´ ef´ er´ ee ` a qj0+1 par tous les








































7On va d´ eterminer la demande pour qj0+1. On d´ emontre d’abord que pj0+2 >
y. Supposons que pj0+2 ≤ y. Dans ce cas, pour tout y ∈ [y,y] on a y ≥ pj0+2
donc tous les consommateurs peuvent acheter qj0+2 et pour tout θ ∈ [˜ θ,θ]
la qualit´ e qj0+1 n’est jamais pr´ ef´ er´ ee donc est inactive. D’o` u pj0+2 > y
Des consommateurs ayant un revenu y ≥ pj0+2 n’ach` etent jamais la qualit´ e
qj0+1 car elle n’est jamais pr´ ef´ er´ ee (quelque soit θ).
Des consommateurs ayant un revenu y < pj0+1 n’ont pas les moyens d’acheter
qj0+1.
Si y ∈ [max(y,pj0+1),pj0+2[, on a b θj < b θj0 pour tout j < j0 car j0 = minJ
et pour tout j > j0, b θj n’intervient pas dans le choix des consommateurs
de revenus y ∈ [max(y,pj0+1),pj0+2[ car ils ne peuvent pas acheter des
qualit´ es sup´ erieures ` a qj0+1. Donc les consommateurs ayant une intensit´ e de
pr´ ef´ erence pour la qualit´ e θ ∈ [b θj0,θ] et un revenu y ∈ [max(y,pj0+1),pj0+2[
sont les seuls qui ach` etent qj0+1.
Le monopole peut changer de strat´ egie et augmenter son proﬁt en rem-
pla¸ cant qj0+1 par une qualit´ e sup´ erieure q0
j0+1 ∈]qj0+1,qj0+2[ sans changer




j0+1−qj0 < b θj0. Le changement de b θj0+1 n’inﬂuence
pas le choix des consommateurs ayant un revenu sup´ erieur ` a pj0+2. Les
seuls consommateurs qui changent leur choix sont ceux qui appartiennent ` a
[max(y,pj0+1),pj0+2[×[b θ0
j0, b θj0] qui passent de la qualit´ e qj0 au prix pj0 ` a la
qualit´ e q0
j0+1 au prix pj0+1. Tous les autres consommateurs gardent le mˆ eme
choix de qualit´ e que celui de la strat´ egie initiale. Le proﬁt du monopole
ainsi obtenu est sup´ erieur ` a son proﬁt initial et la strat´ egie initiale n’est pas
optimale.
Ainsi, si pour une strat´ egie optimale il existe i ∈ {1,..,n − 1} tel que
b θi ∈ [˜ θ,θ] alors, d’apr` es le lemme 2 cette strat´ egie, est en L. Ceci nous
permet de restreindre les strat´ egies otimales ` a deux strat´ egies possibles: les
strat´ egies en L et les strat´ egies en “bandes”. Dans le lemme suivant on
d´ emontre que pour une strat´ egie optimale, seul le prix de la qualit´ e la plus
basse peut ˆ etre inf´ erieur ` a y.
Lemme 3 p2 > y pour toute strat´ egie optimale du monopole.
Preuve. Supposons que p2 ≤ y. Comme par hypoth` ese les n qualit´ es sont
actives on a b θ1 > ˜ θ (sinon la qualit´ e q1 est inactive puisque tous les con-
sommateurs tel que θ ≥ ˜ θ pr´ ef´ erent q2 et ont les moyens de l’acheter) et
b θ1 < b θ2 < .. < b θj−1 < ..b θn−1 d’apr` es le lemme 2.








































7En vendant la qualit´ e q1 au prix p2, la qualit´ e q1 devient inactive et la
diﬀ´ erence de proﬁt du monopole s’´ ecrit:
• Si
p1









et s’il y a ´ egalit´ e la qualit´ e q1 serait inactive. La variation du proﬁt
















q2)(p2−p1) repr´ esente le gain du monopole g´ en´ er´ e par





repr´ esente la perte du monopole dˆ ue ` a la perte de certains consomma-




q1 ≤ θ et
p2
q2 ≤ θ, le raisonnement est plus simple puisque tous
les consommateurs qui achetaient q1 ` a p1 ach` etent q2 ` a p2 et on a
∆Π = (y − y)(
p2−p1
q2−q1 − θ)(p2 − p1) > 0.
• Si
p1
q1 ≤ θ et
p2
















Comme dans le premier cas, il y a un gain de proﬁt g´ en´ er´ e par les
consommateurs qui changent de q1 vers q2 et une perte dˆ ue ` a la perte
de certains consommateurs qui achetaient q1 mais pr´ ef` erent ne pas
acheter q2. La variation globale est positive.
Ainsi le monopole n’a aucun int´ erˆ et ` a mettre plus d’un prix inf´ erieur ` a y.
Pour une strat´ egie optimale du monopole seul le prix de la qualit´ e basse
peut ˆ etre inf´ erieur ` a y ce qui d´ etermine le choix du monopole quant ` a la
satisfaction ou non des consommateurs “pauvres”.
Etant donn´ ees les caract´ eristiques des prix et des qualit´ es des strat´ egies
optimales du monopole, nous montrons dans ce qui suit, que les strat´ egies
optimales v´ eriﬁent n´ ec´ essairement la propri´ et´ e suivante: les consommateurs
ayant le mˆ eme revenu ach` etent la mˆ eme qualit´ e. Ces strat´ egies sont en
“bandes” et v´ eriﬁent b θi ≤ ˜ θ pour tout i = 1,..,n − 1. Pour une strat´ egie
en “bandes”, tous les consommateurs d’intensit´ e de pr´ ef´ erence θ ∈ [˜ θ,θ]
classent de la mˆ eme mani` ere les qualit´ es. En eﬀet, qn est pr´ ef´ er´ ee ` a qn−1,
pr´ ef´ er´ ee ` a qn−2,...,pr´ ef´ er´ ee ` a q1. Ce sont donc uniquement les revenus des
consommateurs qui d´ eterminent le choix de la qualit´ e. D’o` u l’importance
de la contrainte budg´ etaire.









































7Preuve. Consid´ erons une strat´ egie en L: il existe i ∈ {1,..,n − 1} tel que
b θi > ˜ θ. On montre que cette strat´ egie peut ˆ etre am´ elior´ ee en agissant sur le
prix pn de la qualit´ e qn.
D’apr` es le lemme 2, on a forc´ ement b θn−1 > ˜ θ.
• Premier cas: n > 2
Soit p0
n = pn−1 + ˜ θ(qn − qn−1) le nouveau prix de la qualit´ e qn. On
a y < pn−1 < p0
n < pn. En eﬀet, pn = pn−1 + b θn−1(qn − qn−1) >
pn−1 + ˜ θ(qn − qn−1) = p0
n. On a de mani` ere ´ evidente que p0
n >
pn−1 vu l’expression de p0
n. De plus pn−1 > y d’apr` es le lemme 3.
Quand le monople ﬁxe ce prix tous les consommateurs appartenant ` a
[˜ θ,θ]×[p0
n,y] ach` etent la qualit´ e qn au prix p0
n. La ﬁgure 5 montre les
zones o` u il y a gain de proﬁt pour le monopole et les zones o` u il y a
perte de proﬁt. La variation du proﬁt du monopole apr` es la diminu-
tion du prix de la qualit´ e qn s’´ ecrit:
∆Π = −[pn−pn−1− ˜ θ(qn−qn−1)][y−pn][θ−b θn−1]+ ˜ θ(qn−qn−1)[pn−
pn−1 − ˜ θ(qn − qn−1)][θ − b θn−1] + [
P
i+1≤j≤n−1
(b θj − b θj−1)(p0
n − pj)][y −
pn−1 − ˜ θ(qn − qn−1)] + [p0
n − pi](b θi − ˜ θ)[y − pn−1 − ˜ θ(qn − qn−1)]
En rempla¸ cant p0
n par sa valeur et en utilisant le fait que pj est inf´ erieur
` a pn−1 pour tout j ≤ n − 1, on a:
∆Π ≥ −[pn−pn−1− ˜ θ(qn−qn−1)][y−pn][θ−b θn−1]+ ˜ θ(qn−qn−1)[pn−
pn−1 − ˜ θ(qn − qn−1)][θ − b θn−1] + [
P
i+1≤j≤n−1
(b θj − b θj−1)][pn−1 + ˜ θ(qn −
qn−1)−pn−1][y−pn−1−˜ θ(qn−qn−1)]+[pn−1+˜ θ(qn−qn−1)−pn−1][b θi−
˜ θ][y − pn−1 − ˜ θ(qn − qn−1)]
En arrangeant les termes et en mettant pn − pn−1 − ˜ θ(qn − qn−1) en
facteur on obtient ﬁnalement:
∆Π ≥ [pn −pn−1 − ˜ θ(qn −qn−1)][(θ − b θn−1)(˜ θ(qn −qn−1)−(y −pn))+
˜ θ(y − pn−1 − ˜ θ(qn − qn−1))]
Comme pn−pn−1− ˜ θ(qn−qn−1) > 0, cherchons le signe de ∆(b θn−1) =
(θ − b θn−1)(˜ θ(qn − qn−1) − (y − pn)) + ˜ θ(y − pn−1 − ˜ θ(qn − qn−1)).
En rempla¸ cant pn par b θn−1(qn − qn−1) + pn−1 on a:
∆(b θn−1) = (θ− b θn−1)((b θn−1+ ˜ θ)(qn−qn−1)−y+pn−1)+ ˜ θ(y−pn−1−
˜ θ(qn − qn−1)).
∆(b θn−1) est quadratique concave en b θn−1. De plus, on a ∆(θ) =








































7θ)(y−pn−1−˜ θ(qn−qn−1) > 0 car 2˜ θ ≥ 2θ > θ (condition de monopole
naturel). Ainsi pour tout b θn−1 ∈]˜ θ,θ[, on a ∆(b θn−1) > 0 d’o` u ∆Π > 0.
Le monopole arrive ` a am´ eliorer sa strat´ egie en diminuant pn.
• Deuxi` eme cas: n = 2
On adopte la mˆ eme strat´ egie en choisissant p0
2 = p1 + ˜ θ(q2 − q1). Si
p0
2 ≥ y on retrouve les mˆ emes calculs et r´ esultats qu’au premier cas.
Sinon, la qualit´ e q1 devient inactive et comme p2 = p1 + b θ1(q2 − q1),
on a:
∆Π = −(b θ1 − ˜ θ)(q2 −q1)(y−p1 − b θ1(q2 −q1))(θ− b θ1)+ ˜ θ(q2 −q1)(p1 +
b θ1(q2 − q1) − y)(θ − b θ1) + ˜ θ(q2 − q1)(y − y)(b θ1 − ˜ θ)
Le signe de Π est le signe de φ = −(b θ1 − ˜ θ)(y − p1 − b θ1(q2 − q1))(θ −
b θ1) + ˜ θ(p1 + b θ1(q2 − q1) − y)(θ − b θ1) + ˜ θ(y − y)(b θ1 − ˜ θ).
En divisant le troisi` eme terme de φ en deux parties on a:
φ = −(b θ1 − ˜ θ)(y − p1 − b θ1(q2 − q1))(θ − b θ1) + ˜ θ(p1 + b θ1 − y)(θ − b θ1) +
˜ θ(y − p1 − b θ1(q2 − q1))(b θ1 − ˜ θ) + ˜ θ(p1 + b θ1(q2 − q1) − y)(b θ1 − ˜ θ)
En regroupant le premier et le troixi` eme termes de φ et le deuxi` eme
et quatri` eme termes et en factorisant on obtient:
φ = (y−p1−b θ1(q2−q1))(˜ θ+b θ1−θ)+(p1+b θ1(q2−q1)−y)˜ θ(θ−˜ θ) > 0.
La variation du proﬁt du monopole est donc strictement positive et
avec la nouvelle strat´ egie seule la qualit´ e q2 est active.
Ainsi, pour tout pn tel que b θn−1 ∈]˜ θ,θ[ la diﬀ´ erence de proﬁt du monopole
qui diminue le prix pn jusqu’` a pn−1+˜ θ(qn−qn−1) est positive. Une strat´ egie
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Figure 5: Variation du proﬁt du monopole suite ` a la diminution de pn
Comme les seules strat´ egies optimales possibles sont les strat´ egies en L
et les strat´ egies en “bandes” et comme nous venons de d´ emontrer que les
strat´ egies en L ne sont pas optimales, les seules strat´ egies optimales possi-
bles du monopole sont en “bandes”. Les consommateurs classent de la mˆ eme
mani` ere les qualit´ es: qn est pr´ ef´ er´ ee ` a qn−1, qn−1 est pr´ ef´ er´ ee ` a qn−2,..,q2 est
pr´ ef´ er´ ee ` a q1. Ils ach` etent la plus haute qualit´ e que leur revenu leur permet
d’acheter. Dans la section suivante, nous nous int´ eressons au nombre de
qualit´ es optimal pour le monopole.
4 Nombre optimal de qualit´ es
Il s’agit dans cette partie de trouver le nombre optimal de qualit´ es que le
monopole doit produire. Nous montrons que le monopole ne produit qu’une
seule qualit´ e si les intensit´ es de pr´ ef´ erences pour la qualit´ e sont faibles, c’est
` a dire si les consommateurs n’accordent pas une tr` es grande importance ` a
la qualit´ e. En revanche, si les intensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e sont
suﬃsamment ´ elev´ ees, le monopole oﬀre une inﬁnit´ e de qualit´ es.
Le but de la proposition 2 est de d´ emontrer que lorsque θ ≤
y
q, c’est ` a dire
lorsque les intensit´ es de pr´ ef´ erence sont tr` es faibles, ou encore la qualit´ e
haute n’est pas suﬃsamment ´ elev´ ee, le monopole n’a aucun int´ erˆ et ` a oﬀrir
plus d’une qualit´ e. En eﬀet, on suppose que le monopole oﬀre au moins
deux qualit´ es et on d´ emontre dans ce cas qu’il n’existe pas de strat´ egie en
“bandes” optimale avec n ≥ 2 qualit´ es actives.
Proposition 2 Si θ ≤
y
q alors la strat´ egie optimale du monopole consiste ` a








































7Preuve. Supposons qu’il existe une strat´ egie optimale en “bandes” du
monopole avec la production n ≥ 2 qualit´ es actives. Deux cas sont possibles:
•
pi
qi ≤ θ pour tout i = 1,..,n. Dans ce cas
pi
qi doivent ˆ etre choisis de
telle sorte que tous les
pi+1−pi
qi+1−qi soient inf´ erieurs ` a θ sinon la strat´ egie





q1 ≥ θ pour tout i = 1,..,n.

















q1)[p1(p2 − p1) + C] si p1 ≥ y
(θ −
p1
q1)[p1(p2 − y) + C] si p1 < y
avec C une constante ind´ ependante de p1.
Cherchons le prix p1 optimal pour cette strat´ egie. Le proﬁt du monopole
est continu en fonction de p1 et on a ∂Π
∂p1 < 0 sur ]0,y[. Or comme p1 >
y
qq1,
le proﬁt du monopole n’admet pas de maximum avec les n qualit´ es actives.
En eﬀet, en diminuant p1 jusqu’a
y
qq1, on d´ esactive les qualit´ es q1,q2,..,qn−1
puisque une qualit´ e qi telle que i ∈ {1,..n} sera vendue ` a un prix ´ egal ` a y
qi
q
qui est inf´ erieur ` a y et tous les consommateurs tels que θ ≥ ˜ θ pr´ ef` erent qn
et ont les moyens de l’acheter .
Nous montrons dans la suite que pour θ >
y
q, c’est ` a dire pour des in-
tensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e suﬃsamment ´ elev´ ees, ou encore une
qualit´ e q suﬃsamment ´ elev´ ee, une strat´ egie optimale du monopole corre-
spond ` a la production d’une inﬁnit´ e de qualit´ es. On d´ emontrera tout d’abord
que les strat´ egies optimales consistent ` a oﬀrir au moins deux qualit´ es (lemme
4) avant d’´ enoncer la proposition.
Lemme 4 Si
y
q < θ alors une strat´ egie du monopole qui consiste ` a produire
une seule qualit´ e est toujours domin´ ee par une strat´ egie en “bandes” du
monopole avec la production de deux qualit´ es actives.
Preuve. Nous distinguons quatre cas selon p1 et q1 et nous construisons
une strat´ egie en “bandes” avec deux qualit´ es actives qui donne un meilleur
proﬁt. Soit (q10,p10) l’oﬀre du monopole. On a ˜ θ = max(θ,
p10
q10 )
• Si q10 6= q et p10 ≥ y alors la nouvelle strat´ egie consiste ` a oﬀrir (q1 =
q10,p1 = p10) et (q2,p2 = p10 + ˜ θ(q2 − q10)). Le choix de q2 doit
garantir que p10 < p2 < y pour que les deux qualit´ es soit actives.
Ceci implique que q2 doit appartenir ` a ]q10,min(q,q10 +
y−p10








































7clairement non vide. La variation du proﬁt est positive puisque les
consommateurs ayant un revenu sup´ erieur ` a p2 vont acheter q2 au lieu
de q1.
• Si q10 6= q et p10 < y alors:
– Si p10 ≥ θq10, on a ˜ θ =
p10
q10 et on adopte la mˆ eme strat´ egie que
dans le cas pr´ ec´ edent. Pour que q1 reste active, on doit avoir
y < p2 < y d’o` u q2 ∈]q10 +
y−p10
˜ θ ,min(q,q10 +
y−p1
˜ θ )[. On v´ eriﬁe
bien que l’intervalle auquel doit appartenir q2 et non vide car
q10 +
y−p10
˜ θ ≤ q10 +
y
˜ θ − q10 ≤
y
θ < q
– Si p10 < θq10 alors la nouvelle strat´ egie consiste ` a oﬀrir (q1 =
q10,p1 = θq10) et (q2,p2 = θq2). q2 doit ˆ etre choisie de telle fa¸ con





intervalle est non vide car on a q10 <
y
θ < q.
• Si q10 = q et p10 > y alors la nouvelle strat´ egie consiste ` a oﬀrir (q2 =
q,p2 = p10) et (q1,p1 = p10 − ˜ θ(q − q1)). Le choix de q1 doit garantir
p1 > 0. Ceci implique que q1 doit appartenir ` a ]max(q,q −
p10
˜ θ ),q[ qui
est non vide. La variation du proﬁt est positive car des consommateurs
qui n’achetaient pas vont acheter la qualit´ e q1.
• Si q10 = q et p10 ≤ y alors ˜ θ = θ car
y
q < θ. La nouvelle strat´ egie
consiste ` a oﬀrir (q1,p1 = y) et (q2 = q,p2 = y + θ(q − q1)). Le choix





θ ),q[ qui est non vide car
y
θ < q . Cette strat´ egie
am´ eliore clairement le proﬁt du monopole puisque les consommateurs
qui achetaient tous au prix p10 ≤ y vont soit acheter la qualit´ e q1 ` a un




q < θ les strat´ egies optimales du monopole consistent ` a produire
au moins deux qualit´ es. Nous montrons en fait que la strat´ egie optimale du
monopole consiste ` a produire une inﬁnit´ e de qualit´ es.
Proposition 3 Si
y
q < θ alors la strat´ egie optimale du monopole consiste ` a
produire une inﬁnit´ e de qualit´ es.
Preuve. Consid´ erons un monopole ayant une strat´ egie en “bandes” avec
n ≥ 2 qualit´ es actives. Les prix de la strat´ egie en “bandes” avec n qualit´ es
actives v´ eriﬁent: b θi =
pi+1−pi








































7peut am´ eliorer son proﬁt en rajoutant ` a son catalogue le produit (q =
αqi+1+(1−α)qi,p = αpi+1+(1−α)pi) avec α ∈]0,1[. Sa nouvelle strat´ egie






qi+1−qi ≤ ˜ θ.
Le monopole augmente son proﬁt car les consommateurs appartenant ` a
[αpi+1 +(1−α)pi,pi+1]×[˜ θ,θ] changent leur choix de (qi,pi) ` a (q,p). Tous
les autres consommateurs gardent le mˆ eme choix.
Ce raisonnement est valable pour tout i ∈ {1,..n − 1} et tout α ∈]0,1[. Le
monopole a donc int´ erˆ et ` a oﬀrir un continium de qualit´ es. Il augmente son
proﬁt en segmentant compl` etement le march´ e des consommateurs ayant un
revenu entre max(p1,y) et pn.
Dans la section suivante, nous d´ eterminons dans les deux cas
y
q ≥ θ et
y
q < θ les qualit´ es et les prix optimaux.
5 Qualit´ es et prix optimaux
Il s’agit de d´ eterminer les qualit´ es produites par le monopole et les prix de
ces qualit´ es dans les deux cas suivants: production d’une seule qualit´ e et
production d’une inﬁnit´ e de qualit´ es.





q ≥ θ la strat´ egie du monopole consiste ` a oﬀrir une seule qualit´ e.
Par la proposition 4, on carat´ erise compl` etement la strat´ egie optimale du
monopole.
Proposition 4 Si θ ≤
y
q alors la strat´ egie optimale du monopole consiste ` a
oﬀrir la qualit´ e la plus haute q au prix θq. Il sert tous les consommateurs
et son proﬁt est Π = θq(θ − θ)(y − y)







q1)(y − p1) si p1 > y
p1(θ −
p1
q1)(y − y) si θq1 < p1 ≤ y
p1(θ − θ)(y − y) si p1 ≤ θq1
Le proﬁt du monopole est continu en p1. Par des calculs simples de d´ eriv´ ees,
on montre que le proﬁt du monopole est croissant pour p1 ∈ [0,θq1] et
d´ ecroissant pour p1 ∈ [θq1,y]. Le maximum du proﬁt est donc atteint en
p1 = θq1 qui est strictement inf´ erieur ` a y de plus ˜ θ = θ donc tous les con-
sommateurs ach` etent. Le proﬁt du monopole est donc Π = θq1(θ−θ)(y−y).













































q < θ, le monopole oﬀre une inﬁnit´ e de qualit´ es. Nous ´ etudions dans cette
section le cas limite d’une strat´ egie en “bandes” avec n qualit´ es actives, c’est
` a dire les strat´ egies en “bandes ” avec production d’une inﬁnit´ e de qualit´ es.
En eﬀet, nous avons montr´ e ` a la proposition 3 que si le monopole a une
strat´ egie en “bandes” avec n qualit´ es actives, il a toujours int´ erˆ et ` a oﬀrir
toutes les qualit´ es interm´ ediaires entre la qualit´ e la plus basse et la qualit´ e
la plus haute. On note (qm,pm) le produit de qualit´ e minimale qm vendu
au prix pm et (qM,pM) le produit de qualit´ e maximale qM vendu au prix
pM. Les variables de d´ ecisions du monopole sont donc pm,qm, pM et qM.
Il s’agit dans la suite de trouver pm,qm, pM et qM qui maximisent le proﬁt
du monopole. Nous trouvons que la maximisation du proﬁt du monopole
ne conduit en aucun cas ` a une discrimination par rapport aux intensit´ es
de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e. Nous avons donc ˜ θ = θ quelque soient les
param` etres du mod` ele. Nous trouvons que dans certains cas, le monopole
ne sert pas les consommateurs “pauvres” et qu’il n’arrive pas ` a extraire
tout le surplus des consommateurs “ riches” si sa qualit´ e haute n’est pas
suﬃsamment ´ elev´ ee (Figure 10). Le lemme suivant donne une condition sur
le prix pm de la qualit´ e basse pour toute strat´ egie optimale du monopole.
Lemme 5 Si
y
q < θ alors pour toute strat´ egie optimale du monopole on a
n´ ecessairement pm ≥ y
Preuve. Supposons que pm est strictement inf´ erieur ` a y. Dans ce cas,
toutes les qualit´ es ayant un prix p v´ eriﬁant pm ≤ p < y sont inactives. En
eﬀet, la strat´ egie est en “bandes” et les consommateurs classent de la mˆ eme
mani` ere les qualit´ es. Ils ach` etent la qualit´ e la plus haute que leur revenu
leur permet d’acheter donc les qualit´ es achet´ ees ont un prix sup´ erieur ` a y.
Le probl` eme du monopole s’´ ecrit:
(P)

   
   
max
(qm,pm,pM,qM)




pm pdp + pM(y − pM)]
y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < qM ≤ q
pM − pm ≤ max(θ,
pm
qm)(qM − qm)
La premi` ere contrainte provient du lemme 5 et assure que toutes les qualit´ es
sont actives. La troisi` eme contrainte indique qu’on peut compl` etement seg-
menter le march´ e des consommateurs de revenus entre pm et pM (strat´ egie
en “bandes”). L’expression du proﬁt du monopole ne d´ ependant pas di-








































7probl` eme du monopole pour qM ﬁx´ e. Le probl` eme du monopole s’´ ecrit alors:
(P(qM))

   
   
max
(qm,pm,pM)




pm pdp + pM(y − pM)]
y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < qM
pM − pm ≤ max(θ,
pm
qm)(qM − qm)
On peut diviser le syst` eme de contraintes en deux sous-syst` emes (S(qM))
et (S0(qM)) correspondant respectivement ` a max(θ,
pm









y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < qM
pM−pm






y ≤ pm < pM ≤ y






q < θ alors la qualit´ e qM optimale pour le monopole est q∗
M =
q
Preuve. Il suﬃt de remarquer que tout triplet (qm,pm,pM) satisfaisant les
contraintes de (S(qM)) (ou de (S0(qM))) satisfait aussi les contraintes de
(S(q)) (ou de (S0(q))). Ainsi, qM optimal est q car on maximise le proﬁt du
monopole sur l’espace le plus grand possible en choisissant q.
Dans ce qui suit, nous allons d’abord r´ esoudre le probl` eme du monopole
soumis aux contraintes (S(q)), puis r´ esoudre le probl` eme du monopole soumis
aux contraintes (S0(q)). Nous comparerons ensuite les solutions donn´ ees par
les deux probl` emes.
Le probl` eme du monopole soumis aux contraintes (S(q)) s’´ ecrit:

    
    
max
(qm,pm,pM)
Π = (θ − θ)[
R pM
pm pdp + pM(y − pM)]
y ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < q
pM − pm ≤ θ(q − qm)
pm ≤ θqm
Lemme 7 Si (pm,qm,pM) v´ eriﬁe les contraintes (S(q)) alors pM −θq ≤ 0.
Preuve. Si (pm,qm,pM) solution de (S(q)) alors on a: max(y,pM − θq +








































7Trouvons les triplets (qm,pm,pM) solutions du probl` eme du monopole
soumis aux contraintes (S(q)).
Proposition 5 Si y < θq alors (qm,pm,pM) qui maximisent le proﬁt du
monopole soumis aux contraintes (S(q)) sont comme suit:
• si y − θq ≤ 0 alors p∗
M = y
– Si y > y−θq+θq alors p∗






proﬁt que le monopole r´ ealise dans ce cas est Π = (θ − θ)
y2−y2
2 .
– Si y ≤ y − θq + θq alors p∗
m = y − θq + θq et q∗
m = q. Le proﬁt
que le monopole r´ ealise dans ce cas est Π = (θ − θ)
y2−(y−θq+θq)2
2
• Si y − θq > 0 alors p∗
M = θq
– Si y > θq alors p∗
m = y et q∗
m =
y
θ. Le proﬁt que le monopole
r´ ealise dans ce cas est Π = (θ − θ)[
(θq)2−y2
2 + θq(y − θq)]
– Si y ≤ θq alors p∗
m = θq et q∗
m = q. Le proﬁt que le monopole
r´ ealise dans ce cas est Π = (θ − θ)[
(θq)2−(θq)2
2 + θq(y − θq)]
Preuve. Des calculs simples de d´ eriv´ ees du proﬁt Π du monopole par rap-
port ` a pM et par rapport ` a pm montrent que le proﬁt est croissant en fonc-
tion de pM et d´ ecroissant en fonction de pm. Les ﬁgures 6 et 7 repr´ esentent,
pour pM < θq ﬁx´ e, les couples (pm,qm) solutions de (S(q)). On a deux cas
diﬀ´ erents: y ≥ pM − θq + θq et y < pM − θq + θq. Pour maximiser son
proﬁt, le monopole doit choisir (qm,pm) dans la partie grise qui repr´ esente
l’ensemble de solutions de (S(q)) pour pM < θq ﬁx´ e tel que pm soit le plus
petit possible (tous les couples (qm,pm) appartenant ` a l’ensemble de solu-
tions de (S(q)) v´ eriﬁent
pm
qm ≤ θ).
Comme Π est croissant en fonction de pM on choisit p∗
M = y si y ≤ θq sinon
p∗
M = θq.
R´ esolvons le probl` eme du monopole lorsqu’il est soumis aux contraintes
du syst` eme (S0(q)). Le probl` eme du monopole s’´ ecrit:

    
    
max
(qm,pm,pM)




pm pdp + pM(y − pM)]
y ≤ pm < pM ≤ y
















pm pdp + pM(y − pM)]
max(y,
pM
q qm,θqm) ≤ pm < pM ≤ y
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Figure 6: Solutions du syst` eme (S(q)) lorsque y > pM − θq + θq
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7On peut diviser le syst` eme de contrainte S0(q) en deux sous-syst` emes S0
1(q)
et S0








q qm) ≤ pm < pM ≤ y




( max(y,θqm) ≤ pm < pM ≤ y
q ≤ qm < q
pM ≤ θq
Dans ce qui suit, nous allons r´ esoudre le probl` eme du monopole soumis
aux contraintes S0
1(q) puis r´ esoudre le probl` eme du monopole soumis aux
contraintes S0
2(q). Nous aurons ainsi la solution du probl` eme du monopole
soumis aux contraintes S0(q).
Si y < θq aucun triplet (qm,pm,pM) ne v´ eriﬁe les contraintes S0
1(q).
R´ esolvons le probl` eme du monopole soumis ` a S0
1(q) lorsque y ≥ θq.
Lemme 8 Pour pM ≥ θq ﬁx´ e, les couples (qm,pm) qui maximise le proﬁt
du monopole soumis ` a (S0
1(q)) sont comme suit:
• Si y >
pM
q q alors p∗
m = y, q∗
m =
y
pM q et ˜ θ =
pM
q ≥ θ. Le proﬁt que le






• Si y ≤
pM




m = q et ˜ θ =
pM
q ≥ θ. Le proﬁt que le









Preuve. Des calculs simples de d´ eriv´ ees du proﬁt Π du monopole par
rapport ` a pm et par rapport ` a ˜ θ =
pm
qm montrent que le proﬁt du monopole
est d´ ecroissant en fonction de pm et en fonction de ˜ θ. D’apr` es les ﬁgures 8
et 9 , on a deux cas diﬀ´ erents: y >
pM
q q et y ≤
pM
q q. Ainsi, pour pM ≥ θq
ﬁx´ e, le monopole doit choisir (qm,pm) dans la partie grise qui repr´ esente
l’ensemble des solutions de (S0
1(q)) tels que pm soit le plus petit possible
et qm le plus grand possible de mani` ere ` a avoir
pm
qm le plus petit possible
(
pm
qm ≥ θ pour toutes les solutions de (S0
1(q)).
Lemme 9 Le choix optimal pour le prix pM de la qualit´ e maximale lorsque
le monopole maximise son proﬁt sous les contraintes (S0
1(q)) est p∗
M = θq.
Les proﬁts que le monopole r´ ealise dans ce cas sont:
• Si y > θq alors Π = (θ − θ)[
(θq)2−y2
2 + θq(y − θq)]
• Si y ≤ θq alors Π = (θ − θ)[
(θq)2−(θq)2








































7Preuve. On v´ eriﬁe facilement que le proﬁt du monopole donn´ e par le




















m q q  
Figure 8: Solutions du syst` eme (S
0
1(q)) lorsque y >
pM
q q
La r´ esolution du probl` eme du monopole lorsqu’il est soumis aux con-
traintes (S0
1(q)) donne exactement les mˆ emes r´ esultats que ceux obtenus par
la proposition 5 lorsque y > θq. R´ esolvons le probl` eme du monopole lorsqu’il
est soumis aux contraintes (S0
2(q)). Comme pour le cas pr´ ec´ edent, le proﬁt
du monopole est d´ ecroissant en fonction de pm et en fonction de ˜ θ. On a
ainsi le lemme suivant:
Lemme 10 Pour pM ≤ θq ﬁx´ e, les couples (qm,pm) qui maximisent le proﬁt
du monopole soumis aux contraintes (S0
2(q)) sont comme suit:
• Si y > θq alors p∗
m = y et q∗
m =
y
θ. Le proﬁt que le monopole r´ ealise
dans ce cas est Π = (θ − θ)(
p2
M−y2
2 + pM(y − pM))
• Si y ≤ θq alors p∗
m = θq et q∗
m = q. Le proﬁt que le monopole r´ ealise
dans ce cas est Π = (θ − θ)(
p2
M−(θq)2
2 + pM(y − pM))
Preuve. On raisonne sur des ﬁgures analogues aux ﬁgures 8 et 9 en inter-




























































m q q  
Figure 9: Solutions du syst` eme (S
0
1(q)) lorsque y ≤
pM
q q
Lemme 11 le choix optimal du prix pM de la qualit´ e maximale lorsque
le monopole maximise son proﬁt sous les contraintes (S0
2(q)) est: p∗
M =
min(y,θq). Les proﬁts que le monopole r´ ealise dans ce cas sont:
• Si y ≤ θq et y > θq alors Π = (θ − θ)
y2−y2
2
• Si y ≤ θq et y ≤ θq alors Π = (θ − θ)
y2−(θq)2
2
• Si y ≥ θq et y > θq alors Π = (θ − θ)[
(θq)2−y2
2 + θq(y − θq)]
• Si y ≥ θq et y ≤ θq alors Π = (θ − θ)[
(θq)2−(θq)2
2 + θq(y − θq)]
Preuve. Directe. Les proﬁts donn´ es par le lemme 10 sont croissants en
fonction de pM
Il s’agit maintenant de comparer les proﬁts des lemmes 9 et 11 du
monopole soumis respectivement aux containtes (S0
1(q)) et (S0
2(q)) ` a ceux
obtenus dans la proposition 5, c’est ` a dire lorsque le monopole maximise son
proﬁt soumis aux contraintes (S(q)).
Lemme 12 Les solutions du probl` eme du monopole soumis ` a (S0
1(q)) et
(S0









































7Preuve. Il est facile de voir que lorsque y ≥ θq nous obtenons les mˆ emes
proﬁts quelque soit le syst` eme de contraintes consid´ er´ e.
Si y ≤ θq aucun triplet (qm,pm,pM) ne v´ eriﬁe les contraintes de S0
1(q).
Comparons alors les solutions du probl` eme du monopole soumis ` a (S(q)) et
(S0
2(q)).
• Si y > θq alors y > y−θq+θq les proﬁts du monopole sont les mˆ emes
qu’il soit soumis ` a (S0
2(q)) ou (S(q)).
• Si y − θq + θq < y ≤ θq alors y2 − y2 ≥ y2 − (θq)2. Le proﬁt du
monopole lorsqu’il est soumis aux contraintes (S(q)) est sup´ erieur ` a
son proﬁt lorsqu’il est soumis aux contraintes (S0
2(q)).
• Si y ≤ y−θq+θq alors comme y−θq+θq ≤ θq, on a y2−(y−θq+θq)2 ≥
y2 −(θq)2. Le proﬁt du monopole lorsqu’il est soumis aux contraintes





q, les strat´ egies optimales du monopole ainsi que son proﬁt sont
donc donn´ ees par la proposition 5.
5.3 Synth` ese des r´ esultats
Dans la ﬁgure 10, nous repr´ esentons la demande adress´ ee au monopole dans
le plan (θ,y) lorsque θ >
y
q .
On remarque que le monopole ne discrimine jamais par rapport aux inten-
sit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e. Dans les cas 1 et 2, on a y < θq, la
qualit´ e q est suﬃsamment ´ elev´ ee et le monopole segmente compl` etement
le march´ e des consommateurs ayant un revenu entre pm et y. Dans le cas
1, le monopole sert tous les consommateurs car le segment des qualit´ es est
suﬃsamment large. Dans le cas 2, le monopole ´ elimine les consommateurs
` a faibles revenus.
Dans les cas 3 et 4, on a y ≥ θq, le prix de la qualit´ e maximale est pM = θq.
Tous les consommateurs ayant un revenu entre θq et y ach` etent la qualit´ e
q et le monopole n’arrive pas ` a extraire tout le surplus des consommateurs
“riches”. Dans le cas 3, le revenu bas est suﬃsamment ´ elev´ ee (y > θq) et le
monopole sert tous les consommateurs ayant un revenu entre y et y. Dans
le cas 4, le revenu bas est tr` es faible (y ≤ θq) et le monopole ´ elimine les
consommateurs ayant un revenu inf´ erieur ` a θq.
Le maximum de proﬁt du monopole est r´ ealis´ e dans le cas 1 de la ﬁgure 10
lorsque la qualit´ e haute et suﬃsamment ´ elev´ ee (θq > y) et lorsque la largeur
du segment des qualit´ es est suﬃsament grande par rapport ` a la largeur du










































7On s’int´ eresse dans ce qui suit aux actions possibles du monopole qui lui
permettraient d’atteindre le proﬁt qu’il r´ ealise dans le cas 1. En eﬀet, il s’agit
d’´ etudier les possibilit´ es d’investissement en recherche et d´ eveloppement du
monopole. L’investis- sement en recherche et d´ eveloppement correpond dans
notre cas ` a l’´ elargissement du segment des qualit´ es [q,q] qui peut se faire de
deux mani` eres diﬀ´ erentes: le monopole peut ´ elargir le segment des qualit´ es
par “le haut”, en devenant capable de produire toutes les qualit´ es comprises
entre q et la nouvelle qualit´ e haute q ou encore le monopole peut ´ elargir le
segment des qualit´ es par “le bas” en produisant toutes les qualit´ es comprises
entre la nouvelle qualit´ e basse q et q.
Dans le cas 2, le monopole ne sert pas les consommateurs “pauvres” car
le segment des qualit´ es n’est pas assez large. Il peut ´ elargir son segment
de qualit´ es des deux mani` eres possibles par “le haut” ou par le “bas” avec
y −θ¯ ¯ q +θq = y ou y −θ¯ q +θq = y. Toutes les qualit´ es du nouveau segment
seront actives et tous les consommateurs seront servis.
Dans le cas 3, le monopole doit ´ elargir le segment des qualit´ es par le “haut”
car la qualit´ e haute n’est pas suﬃsamment ´ elev´ ee. Il suﬃt d’avoir y = θ¯ ¯ q
pour retrouver le cas 1.
Dans le cas 4, un ´ elargissement du segment des qualit´ es par le “haut” est in-
dispensable pour extraire le surplus des consommateurs riches. On retrouve
dans un premier temps le cas 2. Ensuite, le monopole peut choisir entre
´ elargir le segment des qualit´ es par le “haut” ou par le “bas” pour satisfaire
la demande de tous les consommateurs.
Il est ` a noter que lorsque θq est inf´ erieur ou ´ egal ` a y, c’est ` a dire lorsque le
monopole ne produit que la qualit´ e haute, l’investissement en recherche et
d´ eveloppement se fait en ´ elargissant le segment des qualit´ es par le “haut”
car la qualit´ e ¯ q n’est pas suﬃsamment ´ elev´ ee. Ceci permet de passer dans
un premier temps au cas 3 puis au cas 1.
On remarque que, quelque soit le cas consid´ er´ e, le monopole peut n’avoir
recours qu’` a un ´ elargissement par le “haut” du segment des qualit´ es. Il est
clair que le monopole n’investira en recherche et d´ eveloppement que lorsque
les coˆ uts d’investissement sont inf´ erieurs au gain de proﬁt du monopole.
Dans les cas 1 et 2 les couples (q,p) du catalogue du monopole sont
li´ es par la relation p(q) = y − θq + θq. La qualit´ e q achet´ ee par un con-
sommateur (θ,y) et q = q −
y−y
θ et le surplus du consommateur (θ,y) qui
ach` ete est θq = θ(q−
y−y
θ ). Ainsi, l’investissement par le “bas” du monopole
dans le cas 2 n’am´ eliore pas le surplus des consommateurs qui achetaient,
mais am´ eliore uniquement le surplus des consommateurs qui n’achetaient pas
avant l’´ elargissement du segment des revenus. Par contre, un ´ elargissement
par le “haut” am´ eliore le surplus de tous les consommateurs.
Dans les cas 3 et 4, la relation v´ erif´ ee par les couples (q,p) du catalogue
est p(q) = θq. La qualit´ e achet´ ee par un consommateur (θ,y) avec y < θq
est
y
θ et le surplus du consommateur est θ
θy. Si y ≥ θq, les consommateurs








































7recherche et d´ eveloppement par un ´ elargissement par le “haut” dans les cas
3 et 4 permet seulement d’am´ eliorer l’utilit´ e des consommateurs de revenu
y > θq. Les autres consommateurs ach` etent la mˆ eme qualit´ e et gardent la
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Figure 10: R´ epartition de la demande selon les param` etres du mod` ele
6 Conclusion
Nous avons caract´ eris´ e dans ce papier les strat´ egies optimales d’un monopole
naturel lorsque les consommateurs ont des revenus diﬀ´ erents et des inten-
sit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e diﬀ´ erentes et lorsque le monopole n’a pas
de coˆ uts de production. Nous trouvons que les strat´ egies optimales sont
en “bandes”: les consommateurs ayant le mˆ eme revenu ach` etent la mˆ eme
qualit´ e. Si les intensit´ es de pr´ ef´ erence pour la qualit´ e sont tr` es faibles, ou
encore la qualit´ e haute n’est pas suﬃsamment ´ elev´ ee, le monopole oﬀre la
qualit´ e la plus haute et sert tous les consommateurs. Sinon, il oﬀre une








































7´ eliminant les consommateurs “pauvres”. Si la qualit´ e haute est tr` es ´ elev´ ee, le
monopole arrive ` a extraire le surplus de tous les consommateurs qui ach` etent
car il segmente compl` etement le march´ e des consommateurs ayant un revenu
entre pm et y. Sinon, il n’arrive pas ` a extraire le surplus des consommateurs
riches puisque ` a partir d’un certain revenu, les consommateurs ach` etent la
qualit´ e haute, d’o` u une incitation ` a la recherche et d´ eveloppement. Comme
les strat´ egies optimales sont en “bandes”, la diﬀ´ erence des intensit´ es de
pr´ ef´ erence pour la qualit´ e seule n’explique pas l’adoption d’une strat´ egie
multiproduit par le monopole [3] mais combin´ ee ` a une diﬀ´ erence des revenus
elle conduit ` a l’adoption d’une strat´ egie multiproduits. D’o` u l’importance
de la contrainte budg´ etaire de notre mod` ele.
Nous pouvons facilement ´ etendre ce travail au cas d’un monopole naturel
produisant avec coˆ ut marginal ﬁxe. Ceci reviendrait simplement ` a un change-
ment de variables. D’autres pistes pourraient ˆ etre explor´ ees pour compl´ eter
le travail. L’´ etude de la strat´ egie du monopole en termes de recherche et
d´ eveloppement pour ´ elargir le segment des qualit´ es en tenant compte des
coˆ uts de R&D ` et l’introduction d’un coˆ ut de production d´ ependant de la
qualit´ e produite constituent un prolongement naturel du pr´ esent papier.
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